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1 - BUT DE L4 MISSION : Cette mission a été congue dans le cadre d'un recyclage en
hydrogéologie mathémetique au centre de Recherche de Fontainebleau (France)., Le but
de ce recyclage est de permettr: aux hydrogéclogues d'avoir un contact avec les
modéles mathématiques et de voir leur champ d'application pour les simulations des
nappes aquiferes ainsi Que pour les eaux de surface et pour 1l'évaluation des bilans
en eau,

2 - PROGRLMME DU RECYCLAGE
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De 1'ensembke de ce programme qui est a été appliqué en totalité ; se dége-
gent deux aspects du recyclege :

-~ hspect théorique

- Aspect pratique

3 - LSPFCT THEORIQUE
3-1 - Principe des mod&les mathématiques

- Un modéle est une structure phyeique définie suivant certaines caracti-
ristiques. On construit un modéle dans le but de aéfinir et de quantificr 1=
comportement d'un ou de plusieurs facteurs qui sont suscep’ibles de varier au
sein de cette syructure.

La construction d'un modele mathématique repose sur l'identifization de 1~
structure physique (systéme) & partir de certains paramdtres variables conrus
ou & définir., Les paramétres sont 1liés les uns aux autres suivant une relaticn
de causalité traduisant 1'évolution dans le temps,

On définit ainsi trois types de relations de causalité :

.

- ti é o s : traduisant un certain phénoméne
(ex : la loi de DARCY)

: - Relatjons paramstriques : reliant deux ou plusiewrs parametres

(ex ¢ Q = f (P) ). Ce genre de relations dépend d'une identification

mathématique

- Relations statistiques : Pour 1l'étude d'une certaine population mal

définie, on part d'un échantillon sur lequel on étudie un ou plusicurs

parametres. |
Dans le domaine hydrogéologique ; un modéle mathématique est défini sur unc
certaine superficie avec des conditions aux limites bien déterminées. On
suppose qQue les caractéristiques hydrogéologiques sont relativement homogen.:s.
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3-2 - Construction d'un modéle methématigue :

3-2-1 ~ Echelle du modéle : L'échelle peut &tre celle :

- d'un bassin hydregéologique avec plusieurs nappes en communicaticn
- d'une nappe

- d'une pertion d'un aquifere.

Dans le cas d'un bassin hydrogéologique ou celui d'une nappe 1'extension
horizontale est importante par rapport & 1'extension verticale., Sa prédo-
mirunee permet de mégliger les variabilités verticales et de ne considérer
1'écoulement que dans le plan, L'écculement est ainsi dit "bi-dimentionuel"

3-2-2 - Choix des relations et paramétres : Les relations mathématiques

définies & 1'échelle microscopique ne permettent pas de représcater dens
la pratique, une nappe ou un dassin hydrogéologique ; c'est pourquoi on
est obligé de déterminer des éléments de volume 2 1'échelle microscopiqus,
permettant le passage en milieu continu,

Les trois équations qui déterminent 1'édoulement ; dans ce cas, en milizu
poreux saturé sont :

1) - L'équation de contimiité

giv (€ v) + Laq + d (EC) =0
>t

@ : Masse volumique
v : Vitesse d'écoulemert de DARCY
E : Masse stockée

2) - L'équation du mouvement : Comme exemple, on peud considérer 1'é&qua-
tion du mouvement en milieu homogéne et isotope conmie sous le nom de
"la loi de DARCY" :

V = = K Gradh

V : Vitesse moyenne de filtration suivant une surface
K : Perméabilité horizontale

h : Charge hydraulique h = —E—'—+ z
P ¢ Pression

z ¢ C8te par rapport a la verticale

® : Masse volumique, '

sufwui
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3) - L'équation d'état : On suppose que 1l'éoculemert est isotherm. i . ..

leca fluides sont incowpressibles ; dans ce cas on supposz que la vur -
tion de la massc ne se fait qQue dans le temps et non dans l'espacc., _--.C

ce cas la masse volumique reste constante.

3-2-3 - Discretisation : C'est le deécoupage de la surface de la nappc & wi
maillage suivant une géométrie donnée. Le maillage peut &tre uniforme ou

3 non.

3-3 - Méthode des différences finies : Cette méthode repcse sur le princips du
oalculer & partir d'une équation infinie d'une fonction mathématiqus des val:urs
mumériques finies. Les paramdtres et les inconnmues sont discrétisés en maill:s

carrées de dimensions constantes. On part du principe suivant :

- "La somic des flux au sein d'une maille entourée par ses quatres veisins
représente la somme des flux entrant et sortant de cette maillz",
Cl'est le principe de conservztion de masse,
Le domaine étant discrétisé en mailles ; (p) étant le nombre des maillcs, on
obtient un systéme de n équations linéaires a n inconmues, Ce systeme pcut

&tre écrit sous forme d'une matrice :

T.H = Q

T : la matrice carrée d'ordre r dont les éléments sc—t les coefficients <:s
inconmues hi deans les n éguations du systéme.
Les éléments de T s'expriment en fonction dee valeurs de la transmissivitc
aux nosuds du réseau et de ia dimension des mailles.

H : Le vecteur dont les n composantes sont les valeurs inconmues hi de 1o ciic

piézométrique aux n noeuds.

O

s'exprime en fonciion des données du probléme qui sont les débits de trine—
fert, les trarsmissivités, les potendiels et les flux imposés, |

La matrice ainsi définie est dite "matrice de l'hydrogéologie".

Elle présente les caracisristiques suivantes :

- la modification des débits de transfert n'influe pas sur la matricc

- Elle est diagonalement dominante au sens large, clest a dire que 1=z
valeur absolue de 1'élément diagnnal cst égale 2 la somme des valours
absolues des éléments exira-diagonaux.

- Elle est ifréductible : pour qu'une matrice soit irréductible il “nut
et il suffit qu'il existe une succession de dhemins menant d'un poin

-
a2 un autre,

ct

- Inversitle : la valeur absolue de 1'Slément diagonal est strictazu:

(.
1%
(o)

supcirioure 4 1o sciia Gos valsurs sbsolues des élénents awtre~I-
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3-/ - Méthode des éléments finis : Le triangle constitue 1'éliment de bl

1o discrétisation du systéme, Sur cc triangle, on détermine 1l'équation ¢ 'ry

ximation qQui ¢st caractérisée comme suite

- Les sommets dee triangles constitucnt les noeuds du réscau de mzilic:. .t -

variable c¢st neeudale c'est & dire que sa dérivée est discontinuc.
- La fonation potentiel étant h (s,y) on 1l'approxime en H (s,y)
H (x,y) = a0 + &.x + &y

On suppose que les paramétres scnt constents sur la surface du triangla,

- Liéquation du mouvement exprimée par la loi de DARCY devient :

)H T : scalaire dans 1l: cas dhu:
v=eTl DX milieu isotope
.
g 4
donne d
" / a1
ve-T / a2

La détermination de la cbte pieczométrique (h) en tout point du domaine dc
1'écoulement se raméne, scus l'hypothése de lin€arité, au calcul de (h) 2n
un nombre fini de noeuds de travail, La valeur de (B) étant par ailleurs

imposée en un certain nombre d'autres noeuds, La matrice d'un systéme dis-

crétisé suivant la méthode des éléments finis est :

~ Irréductible
- Inversible (Il suffit donc que le maillage comporte au moins un
noeud & potentiel imposé)

Le probléme ainsi posé admet une seule solution trouvée linéairerent

a partir d'un systéme de n &quaticns & n inconmues,

3-5 - Résolution des systémes linédaires : un systéme lindaire est de 1la

forme :

ax + by -=c¢

alx + nly = ¢!
L'approximation d'une équation mathématique est sa transformation lincairc
en un systéme d!'équations suivant la méthode des différences finies ou des
éléments finis de telle fagon que ce systéme admet uns solution unique faci-

lement approchable par approximation successive.

3=5-1 = Méthode directec : ou méthode de GAUSS-JORDAN : Elle resoud un syste-

me d'équations par substitutions successives par combinaisons linéaires ot

simplification de 1l'équation., Ceci &juivant a4 des matrices qu'on triangula-

risa, Clezt opres aveir mis la matrice scus sa forme triarnsulairz gu'on
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- Les pivaux : ce sont l=s différents coefficients diagonaux.
Les pivaux ne sont nuls que¢ si la matrice est insoluble.

- 8i les vecteurs de basc de lu matrice sont presque peralleéles, les pi- .
te:dent vers zéro. De telles valeurs proches de zéro se reparcutent sir
iiensembls des opérations a suivre et les valeurs ainsi calculdes sercit

approximées a des zéros,

Cette méthode nécessite le atockage de la totalit€ de la natrice., Cette ope-
ration surcharge la mémoire de la machine ce qui rend le temps de calcul
( temps-mechine) plus long.

352 - Mét.hode__des itérations ou_.‘_.'.éﬂmde de JACOBI : Soit la soluticn dz
1'équation £ (x) =0

La méthode itérative consiste en la transformation :

£ (x) =0 ===% il existe x tel que Q (x) + x =0
clest a dire .

£(x) = Q(x) + x
La méthode des itérations a été raffinde par deux processus :

-~ Jtérations par point ou méthode de relaxation :

Pour un systéme de (n+1) dquations & (n+1) variables on définit (R)
x' - x

n n

X =X
n 1

B =

x; ¢ c'est la valeur de x calculée par la derniére itération x,
x, ¢ variable de l'ordre de n

La méthode dz relaxation de l'itération par point utilise . s valeurs de
la variable x calculées précedemment (comme x;l) pour le calcul des vali2urs
de x d'un ordre suivant.

(Rj reste convergent pour des valeurs comprises entre 0 et 2 et diminuc
pour les valeurs entre 0 et 1., La valeur optimele du coefficient (R) est

1lide a la valeur de la matrice itérée.

- Itérations par blocs : au lieu de faire des itérations par point, on

groupe cervaines mailles en bloc et on procede en faisant des itératicns
sur ces blocs. Cette méthode est applicable dans le cas d'une nappe limi-
tée par deux potentiels imposés ainsi que dans le cas d'un sysiéme multd-

couche ou chaque couche est traitée comms un bloc unique.

A
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temps (régime transitoire).

- Méthode explicite : L'ensemblc de (n) équations associées awx (n)
mailles de travail équivant a 1'équation matricielle suivante 3

T K + 5., _4 H=Q

=

at

: Transmissivité

Coefficient d'emmagasinement
: Potentiel hydraulique
Débit,

o T o 3

Dans le cas de la méthode explicite la valeur moyenn=z du vecteur T.H. st
approchée par la valeur de ce vecteur & l'instant, début de 1llintervall=: 38
tewvs. Ainsi on calcule directement H* sans qu'il soit nécessaire de racou-
vrir & vu processus itératif. L'inconvénient de cette méthode est que
1'spproximation de T.H. n'est valable que pour de tres faibles valiurs Gu

pas de temps t.

~ Méthode implicite : Dans ce cas 1l'équation
TH+s8 _d H _ Q
dt .

devient

" =(1-6) T.H + & . T.B*

H* : poteitiel précedemment calculé

o <61

Cette méthode s'adapte & des pas de temps d'approximation grands.

36 - le krigeage en hydrogéologie : Sur un domaine donné et & partir dtu:
nombre réduit de mesures, on détermine les caractéristiques d'un point on s2
basant sur les mesures disponibles.

Le ktigeage rermet automatiquement de définir la localisation ou la nzsure

supplémentaire quclle que soit sa valeur, augeente au mieux la comnaissancz

de 1ll'enserible du systéme. Le krigeage intervient ainsi en reconnaissonc: ou-
logique du systéme en construisant un estimateur optimal. I met =n évidanc
les défauts dl'infcrmations pour le systéme en faisant 1'étude de la veriu.ce

de l'estimution.
3-7 - La déconvolution : La déconvolution permet l'ctude des relations :

£(P)
£( P)

H
&

i

WS




H : Niveau d'une rivieére
Q : Débit d'une riviere

P : Pluje sur un bassin versant

La décorvolution permet de compléter la série des mesures du niveau et cu
débit d*we riviére en partant d'uie série de pluies plus longue,
L'intérét de cette méthcde c'est quelle permet de faire des prévisicns a
long terme. En ~onnaissant la réponse impilsiormeile T (F) et la pluie

s P (t), le débit de la riviere Q (t) est donné par :

14
Q (t) =jP(t-t)T(t)dt

On appelle déconvolution la recherche T

3-8 - Theéorie de la disporsion : La théorie de la dispersion d'un corps solice
en milieu (aguifére) poreux permet d'étudier la pollution., Un cus particulicr
en hydrogéologie est celui de la contamination des nappes par des caux saleaS,
L'éguation du mouvement d' la disparsion est la suivante :

div (¥ grad —3_— ) - div (n.¢) = —%%-

K : tension de dispersion = ensemble des facteurs mécaniques et chimigues
de la dispersion

masse volumigque

concentration en corps solide

-9

= e ﬁ

e

vitesse moyenne d!'écoulement a 1l'échelle cu pore
div : terme de convexion

dt : variation du temps.

La dispersion peut étre :
~ soit physico-chimique liée a la nature du solvant et aux forces ionicu.:c
et autres

- goit mécanigue : résultant @e 1l'écoulement en milieu poreux.

. La dispersicn est fonction d'un certain nombre de parametres qui scni caractdi-

ristiques du milieu et d'autres qui sont caractéristiques du fluide.

3-0 - Exploitation intégrée des ressources en eau d'un bassin : c'est _'uti-

lisation des modéles methématiques pour l'intégration des ressources en ciu

d'un bassin tout en prévoyant l'exploitation et sa repcrcussion sur l'esscr

économique de la région pour une durée de temps moyenne de 20 & 30 ans,
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Les modiles interviennent i différentes phases et intégrent plusieurs facw .axs
qui peuvent influencer la vie économique dec la région et qui sont en rel .liin

avec les Tressources cen eau,

!, - ASPECT PRATIQUE : le recyclayc comportait deux parties pratiques qui cor.iite .t

153 § S

: 1/ - L'utilisation du programme NEWSAM pour la simulation d'une napps :
(Nappe de CAMLIBEL en TURQUIE)

Partant d'un maillage adéquat et d'un ensemble de données hydrogcologi-
ques, on a calculé les données nécessaires a la simulation tout en précisant

les conditions aux limdtes.

La phase suivante étant 1'entrée des données ainsi élaborécs en los
offectant au Centre de la maille. Cette entrée se fait en "language machinc!

sous forme de bordereaux et suivant la notice du programme NEWSAM.

La troisiéme phase est la perforaticn des données is le passage do8
pu P

cartes ainsi perforées a 1l'ordinateur.

La sortie des résultats se fait sous forme de cartes (piézométric st
transmissivité) ou sous forme de tableaux (débit, coefficient d'emmajasir.monui,

potentiels imposés etc ...).

Le but étant d'obtenir unc piézométrie calculée en régime permanent aussi
simileire que possible & celle adoptée au départ. Pour ceci on passe par p-i-
siew's corrections au niveau des données imposées (transmissivités, débits
d'alimentation, débits drainés etc ...). Cette phase aboutie au calage du
moddle dans des conditions qu'on juge adéquates.

La dernitre phase est de faire fonctionner le modele en régime transi-
toire ce qui revient & 1'établissement d'un programme d'exploitation varieble

au cours du temps,

2/ - L'établissement d'un programme permettant la simulation d'une nappe :

Ce programme est le code & adopter pour permettre la transcription en "langaso
machine" de toutes les donnédes hydrogéologiques dont on peut avoir besoir
pour la similation d'une nappe.

Dans ce programme on prévoit les deux rcgimes d'écoulement & simulor :

- le régime peimanent
~ le régime transitoire.

e e 3 2 e e £




T2 bon fonctionnement de ce programme 8t vérifié par similation dus dun.. s

théoriques introduites au cours des différentes phuses de programnati n.

5 ~CONCLUSTON

On remarque la nécessité d'avoir une connaissance solide du langage FORTRAN
pour rout hydrogéologue voulant faire 1'hydrogéologie mathématique.

L'intér8t d'un recyclage en hydrogeéologie mathématique pour un hydroglologue
clost qu'il permet de faire unc synsthise des données hydrogéologiques tout en
permettant de manipuler les données quantitatives avec ure possibilité de combi-

naison ct dtemploi plus grande.
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